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3. CATEGORIES MICROTRANSITIVES 
Soit :rv la sous-categorie de :T formee des applications ouvertes. 
Definition 5: On appelle groupo1de microtransitif un groupo~de O(:Tv,:T)-
structure. Une categorie topologique (0', T) telle que (0'"1, Ty) soit un 
groupo~de microtransitil est appelee categorie microtransitive. 
Soit 0' une categorie; dire que (0', T) est une categorie O(:Tv, :T)-struc-
turee signifie [2] que c'est une categorie topologique telle que I' application 
(To x To, [,8, £X], T) soit ouverte. 
Proposition 8: Soit (0', T) une categorie topologique. Pour que (0", T) 
soit microtransitive, il laut et ilsuffit que (0'"1, Ty) soit un groupo~de topologique 
et que, pour tout e EO'o, la classe ,B(U·e) soit un voisinage dee dans To, 
si e E U E TY. Dans ce cas, (0', T) est une categorie O(:Tv, :T)-structuree. 
Demonstration: Supposons (0', T) microtransitive. (O"y, Ty) est un 
groupo1de topologique. Soit e E0'0 et e E U ETy. Posons u=,B(U·e), et soit 
x E u. On a (x, e) E [,8, ~X](U) et, comme [,8, ~X](U) E T 0 x To, car (O"y, Ty) est 
microtransitif, il existe un voisinage u' de x dans To tel que 
u' x {e} C [,8, ~X](U). 
ll en resulte u' C u, de sorte que u E T 0.- lnversement supposons la 
condition de l'enonce verifiee. Soit VET et 
(e', e) E [,8, ~X](V). 
ll existe I E e' · V ·e. Puis que I· e =I et que "' est continue de T * T dans T, 
il existe un voisinage U de e dans T et un voisinage V' de I dans T tels 
que V' · U C V. La relation e' ·I= I assure }'existence d'un voisinage U' 
de e' dans T tel que U'·l C V'. Comme (O'y, Ty) est un groupo1de topo-
logique, il existe un voisinage ouvert Uy de e dans Ty tel que 
Uy= Uy-1 C U n O'y; soit U'y= U' n o·y· Par hypothese 
u=,B(Uy·e) et u' =,B(U'y·e) 
148 
sont des voisinages de e et e' respectivement dans T 0• Si (x', x) E u' xu, 
il existe 
On en deduit 
g EX· U,·e et g' Ex'· U',·e'. 
g'·f-g-1 E U',·I·U,C V'·UC v 
et [tJ, (X](g' ·l·g-1)=(x', x). Ainsi 
u' xu C [tJ, (X]( V). 
Done [p, (X] est une application ouverte de T dans To x To et (0', T) est 
une categorie O(.rv, .9"")-structuree. Enfin le raisonnement precedent ap-
plique a (0",, T,) montre que (0",, T,) est un groupoide microtransitif. 
Soit ,Fm(.r) (resp. /F'(.r)) Ia sous-categorie pleine de .F(.r) ayant pour 
unites les categories topologiques microtransitives (resp. topologiques 
(0', T) telles que (0",, T,) soit un groupoide topologique). 
Theoreme 4: Un (0', T) E /F'(.r)o admet (0', T) pour (/F'(.r), ,Fm(.r))-
ejection, oit '1' est za topologie telle qu'une base de voisinages de 1 soit lormee 
des U' · W · U verifiant: 
(X(/) E U eT,, tJ(f) E U' eT, et IE W eTfp(f)·O·(X(f). 
Demonstration: Les classes de Ia forme U' · W · U indiquee forment une 
base de filtre B(f) de 0. So it (X (f)= e, tJ(f) = e' et U' · W · U E B(f). II existe 
U1 eT, et U'1 eT, tels que 
e E U1= Ucl, e' E U'1= U'c1, u1. u1 c u et U'1· U'1 c U', 
car (0",, T,) est un groupoide topologique, et on a U'1· W · U1 E B(f). Soit 
k E U' 1 · W · U 1; il existe 
g E U 1 et g' E U' 1 tels que k E g' · W ·g. 
La surjection h-+ g'-1. h · g-1, ou h E tJ(k) ·0. (X(k), definit une application 
continue de T1 =TftJ(k) ·O·(X(k) dans Tfe' ·O·e, de sorte qli'il existe w1 ETl 
tel que 
keW1Cg'·W·g. 
II s'ensuit U'1 · W1 · U1 E B(k) et 
U'1· W1·U1 C U'1·U'1· W·U1·U1 C U'· W·U. 
Ainsi le filtre engendre par B(f) verifie l'axiome V IV des filtres de voisinages, 
et par suite il existe une topologie '1' sur 0 admettant ce filtre pour filtre 
des voisinages de I. 
-Montrons que (0', '1') est une categorie topologique. En e:lfet, soit 
lee'·O·e et U'·W'·UEB(e). Si e'EU8 eT,, on a, en posant 
M=U8 ·(e'·O·e)·(U n U'-1); 
IE ME B(f) et 
(X(M) C (X(e· U n U'-1) C (U n U'-l)-1·e·(U n U'-1) C U'. W'. U. 
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Done (1', ()1,,1') e!T; de meme, (1',{3,1') e!T.-De plus, si e" e(U' · W' · U) f"'l 
f"'l O"o, il existe 
u' e U', u e U et we W' tels que e" =u' ·W·U. 
Ceci entraine 
e"=f3(e")=f3(u'·w}, ou u'·w e U'· W'·U·e, 
c'est-a-dire 
U' · W' · U n o· o C {3( U' · W' · U ·e) 
de sorte que f3(U' · W' · U ·e) est un voisinage dee dans 'l'o='l'/O"o. 
-Soit (h", h') eO"* o·, h=h" ·h' et U" · W · U' eB(h). Puisque h=h" ·e' ·h', 
ou e' = f3(h'), et que (T, u, T * T) e .r, ou o· = (0, u}, il existe 
W" eTff3(h")·O·e', V eT,.fe'·O·e' et W' eTfe'·O·(X(h') 
tels que 
h" e W", e' e V, h' e W' et W" ·V · W' C W. 
Par ailleurs, il existe U e T,. tel que 
e' e U et U f"'l e'·O·e'= V, 
et il existe U 1 e T,. tel que 
e' e U1=U1-1 et u1.u1 cu. 
Par consequent U". W". u1 e B(h"}, u1. W'. U' e B(h') et 
(U" · W" · U1)·(U1· W' · U') C U"· W" · U· W' · U' C 
C U"· W"· V· W'·U' C U"· W·U'. 
Ceci montre que (1', u, 1' * 1') e .r, et que (0", 1') e ~(!T)o. 
-Montrons que (0", T) est microtransitive. En effet, soit g eo·,. et 
U'. w. u e B(g-1); on a U'. w,.. u e 1',., ou W,.= w f"'l o·,.. Comme 
(T,., I, T,.) e .r,., ou I(h) =h-1 si he o·,., 
il existe U1· W' · U'1 e B(g) tel que 
I(U'1) C U', I(W1) C W,. et I(U1) C U, oil W1 = W' f"'l o·,.. 
On en deduit U 1 · W 1 · U' 1 e 1',. et 
I(U1· W1· U'1) C I(U'1)·I(W1)·I(U1) C U' · W,· U; 
par suite ('1',, I, 1',.) e .r. La condition de la proposition 8 etant verifiee 
d'apres le debut de Ia demonstration, (0", 1') est une categorie micro-
transitive. -De plus, on a 
J= ((0", T), t, (0", 1')) e ~'(!T) .~m(!T)o. 
En effet, si Vest un voisinage de I e 0 dans T, il existe 0 e T, WeT et 
0' e T tels que 
()(,(f) e 0, f3(f) e 0', I e W et 0' · W · 0 C V, 
150 
car (T, u, T * T) E !T, ce qui a pour consequence 
N =(0' n O"y)·(W n (J(/)·O·ex(/))·(0 n 0"1') E B(f) et 
N c V, d'ou (T, t, T) E .:r. 
-Montrons que, dans le cas ou (0", T) est microtransitive, on a T=T. 
En effet, soit U' · W · U E B(f) et soit f EVE T tels que V n e' ·O·e= W, 
ou e=ex(f), e' =(J(f). Il existe u1 E Ty, U'1 E Ty et v1 E T tels que: IE VI. 
e E U1=Uc1 c U, e' E U'1=U'c1 c U' et U't· v1' u1 c V. 
En vertu de la demonstration de la proposition 8, 
ce qui entraine 
V' = v1 n ex-1(u) n p-1(u') E T. 
Si f' E V', il existe g E ex(/')· U1·e, g' E (J(f') · U'1·e'; on a f' E g' ·g'-1· 
· V1·g·g-1, ou 
il en resulte 
f' E g' · W · g-1 C U' 1 · W · U 1 C U' · W · U et V' C U' · W · U, 
ce qui prouve T = T. 
-Enfin revenons au cas general et montrons que j est un (ji="'(!T), 
jl="m(.:T) )-ejecteur. So it 
iJ' = ((0", T), F, (G", T)) E ji="(!T) .jl="m(.:T)o 
et soit g EG,f= F(g) et U'. w. u EB(f). Il existe viET, ou i= 1, 2, 3, tels que 
U = V1 n 0"1', U' = V2 n o·1' et W = Va n (J(f) ·0 ·ex(/). 
Etant donne que (T, F, T) E .:r, il existe viET pour lesquels 
ex(g) E V1, (J(g) E V2, g EVa et F(Vt) C Vt. 
Nous avons vu plus haut, (G", T) etant microtransitive, que 
N = (V2 n G"y) · (Van (J(g) ·G·ex(g)) · (V1 n G"y) E T 
et, F definissant un foncteur, on obtient 
Il s'ensuit 
i!'' = ((0", T), F, (G", T)) E ji="(!T) et j. i!'' = P, 
ce qui acheve la demonstration, car j est evidemment un monomorphisme 
de jl="' (!T). 
Oorollaire: Si ( o·' T) est une categorie microtransitive et si I E 0' alors 
f admet une base de voisinages dans T de la forme U' · W · U, ou 
ex(/) E U E T-y, (J(f) E U' E T-r et f E WE Tf(J(f) ·C ·ex(/). 
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Proposition 9: Si (0", T) est un groupoide microtransitif, tout f E 0 
admet une base de voisinages de la forme U' · f · U, ou U et U' sont des voisi-
nages de cx.(f) et {J(f) respectivement dans T. 
Demonstration: II suffit de montrer que U' · f · U est un voisinage de f 
dans T, d'apres le theoreme 4. En effet, soit e=cx.(f) et e'={J(f). Comme 
e · e = e, il existe un voisinage U 1 de e dans T tel que U 1 · U 1 C U: La relation 
f-1·f=e assure }'existence d'un voisinage V de f dans T tel que f-1 · VC U1, 
c' est-a-dire tel que e' · V C f- U 1· Posons W = V t1 e' · 0 ·e. On a: 
U'· W· U1 C U'·e'· V· U1 C U'·f·U1· U1 C U'·f- U. 
U' · W · U1 etant un voisinage de f dans T (th. 4), U' · f · U en est aussi un. 
Oorollaire 1: Soit (0", T) un groupoide microtransitif. Un sous-groupoide 
0'" de o· est tel que 0' E T si, et seulement si, pour tout e E 0'" 0, il existe un 
voisinage U (e) de e dans T contenu dans 0'. 
En effet, la condition est necessaire. Si elle verifiee, soit f E 0', e =ex.(/) 
et e' = {J(f); alors U(e') I U(e) est un voisinage de f dans T d'apres la 
proposition 9, et ce voisinage est contenu dans 0'. 
Oorollaire 2: Soit ( o·, T) un groupo ide microtransitif. Si 0' E T, si 0'" 
est un sous-groupoide de o· et si O'"o est ferme dans To, alors 0' est ferme 
dans T. En particulier si T et To sont des topologies connexes, o· est le 
groupoide engendre par un voisinage quelconque de O"o dans T. 
En effet, supposons f adherent a 0'. Dans ce cas e=cx.(f) et e' ={J(f) 
appartiennent a O'o". Soient U C 0' et U' C 0' des voisinages de e et e' 
respectivement dans P; d'apres la proposition 9, U' · f · U est un voisinage 
de f dans T. II existe f' E 0' tel que f' E U' · f · U, et il existe g E. U et 
g' E U' tels que f' = g' · f · g, d' ou f = g'-1 . f' · g E 0'. Le corollaire en resulte, 
en utilisant le corollaire 1. 
Proposition 10: Soient (0", T) une categorie microtransitive et 0'" une 
sous-categorie de o· telle que 0'"1 E T, et que 0'"0 soit fermee dans To. Alors 
l'adherence de 0' dans T definit une sous-categorie de o·. 
Demonstration: Soient I et I' deux elements adherents a 0' dans T tels 
que {J(f)=cx.(f')=e. On a, O'"o etant ferme dans To: 
ex.(/) E 0', {J(f') E 0' et e E 0'. 
Pour tout voisinage V de f' · f dans T, il existe des voisinages de f et f' 
dans T de la forme V' = U' · W · U et V" = U" · W' · U' indiquee dans le 
theoreme 4, tels que V" · V' C V. Puisque 0'", ET,, on peut supposer U C 0', 
U' C 0' et U" C 0'. II existe hE V' t1 0'; la relation h =g' ·h·g, ou hE W, 
g E U et g' E U', entraine h E 0'. De meme il existe h' E 0' t1 W'. II en 
resulte h' · h E 0' t1 V et f' · f E 0', si 0' est I' adherence de 0' dans T. Par 
suite 0'" est une sous-categorie de o·. 
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Proposition 11: Soit (0", T) un groupoide microtransitif. Si To et 
T 6 =Tfe ·0 ·e sont des topologies separees pour tout e E O"o, alors Test separee. 
Demonstration: D'apres la proposition 1, il suffit de montrer que O*o 
est ferme dans T. Montrons d'abord que, si k est adherent a O"o dans T. 
on a 1X(k)={J(k). En effet, soit 
1X(k)=e et {J(k)=e'. 
Si e * e', il existe deux voisinages u et u' dee et e' dans To tels que u f1 u' = r/>; 
alors U =1X-1(u) f1 (J-1(u') est un voisinage de k dans T. Par hypothese, il 
existe x E U f1 O"o et on a 
X=IX(X) E U et X={J(x) E u', 
d'ou xeuflu', ce qui est impossible. II s'ensuit e=e'.-Soit kee·O·e, 
ou e Eo· 0· Puis que ( (e. 0. e r' T e) est un groupe topologique separe, il existe 
un voisinage v de e dans T 6 tel que k ~ v. II existe un voisinage U de e 
dans T tel que v= U f1 e·O·e, et on a k ~ U. On peut construire un 
voisinage U' de e dans T tel que 
U' = U'-1 et U'. U' C U. 
D'apres la proposition 9, U' ·k· U' est un voisinage de k dans T. 
Si x E O"o f1 U' ·k· U', on a 
x=g' ·k·g, ou g E U' et g' E U', 
ce qui entraine 
k=g'-l.g-1 E U'-1. U'-1= U'. U' cu. 
Mais par hypothese, k ~ U. Done U' ·k· U' f1 O"o=rf>, c'est-a-dire k n'est 
pas adherent a O"o. II en resulte que 0"0 est ferme dans T. 
Structures quasi-uniformes: 
Si (G", T) est un groupe topologique, on sait que T est la topologie sous-
jacente a une structure uniforme (par ex. la structure uniforme bilatere). 
Ce resultat ne s'etend pas aux groupoides topologiques. Nous allons 
cependant voir que la topologie d'un groupoide microtransitif est sous-
jacente a une structure quasi-uniforme, notion generalisant celle de 
structure uniforme. 
, Soit E une classe. Nous designons par (Ex E)J.le groupoide des couples 
associe a E (ex. 2, chap. 1). Si V C Ex E et si V = v-1 dans (Ex E)J., 
nous dirons que V est une partie symetrique de Ex E. 
Definition 6: On appelle structure quasi-uniforme sur la classe E un 
couple ((At)IEI, rp), ou (A,)fEI est une partition deE et rp une application de 
I dans la classe des filtres de E X E verifiant les conditions suivantes: 
1) Pour tout i E J, le filtre rp(i) admet une base formee de parties V 
symetriques de ExE telles que LIA, C V, ou LI.Ao=(AtxAt)fl (ExE)oJ.= 
=diagonale de A,. 
153 
2) Si V, E <p(i), il existe V', E <p(i) tel que V', soit une partie symetrique 
de Ex E et que les conditions j E I et L1A; n V' t =ftc/> entra£nent l' existence 
d"un V'1 E <p(j) pour lequel V', .l V'1 C Vt. 
L'axiome 2 entralne que, si V E <p(i), il existe V' E <p(i) et V" E <p(i) tels 
que V' .l V" C V; comme <p(i) a une base formee de parties symetriques, 
il existe "V E <p(i) symetrique tel que "V C V' n V", et on a 1' .l "V C V. 
Cas particuliers: 1) Soit u=((AdtEI, <p) une structure quasi-uniforme 
sur E; si I admet un seul element i, on a At=E et le filtre <p(i) est une 
structure uniforme surE, d'apres la remarque precedente. Inversement, 
si U est une structure uniforme sur E et si I= {l }, alors ((A1h EI, <p) est 
une structure quasi-uniforme surE, oi:t <pest !'application l ~ U. 
2) Soit T une topologie et E = 8(T). Pour tout x E E, soit <p(x) le filtre 
ayant pour base les parties V(x) x V(x) de Ex E telles que V(x) soit un 
voisinage de x dans T et soit <p la surjection: x ~ <p(x), ou x E E. Alors 
(({x})xEE, <p) est une structure quasi-uniforme surE, que nousnoteronsv(T). 
En effet, l'axiome VIv des voisinages entralne que l'axiome 2 est verifie. 
Definition 7: Soit u=((At)tEI, <p) une structure quasi-uniforme surE et 
u' = ((A'i)iEJ, <p') une structure quasi-uniforme surE'. On dira que (u', f, u) 
est une application quasi-uniforme si (E', f, E) est une application verifiant 
les conditions : 
l) Pour tout iEI, il existe jEJ tel que f(At)CA'1• 
2) Si i E I et si f(At) C A'1, pour tout V' E <p'(j) il existe V E <p(i) tel 
que (f x /)(V) C V'. 
Cas particuliers: l) Une application quasi-uniforme (u', f, u) telle que 
u et u' soient les structures quasi-uniformes associees a une structure 
uniforme est une application uniforme. Si T et T' sont des topologies et si 
(8(T'), f, 8(T)) est une application, (v(T'), f, v(T)) est une application quasi-
uniforme si, et seulement si, (T', f, T) est une application continue. 
Soit flo la classe des structures quasi-uniformes u=((At)tEI, <p) sur une 
classe E telles que E E vito et I E vito. Soit fl la categorie des applications 
quasi-uniformes (u', f, u), OU U E flo et u' E flo, la loi de composition etant; 
(u", f', u')·(u', f, u)=(u", f'f, u) 
si, et seulement si, u' =U'. Nous identifions flo ala classe des unites de fl 
et .'T a la sous-categorie pleine de fl ayant pour unites les structures 
quasi-uniformes v(T), ou T E .'To. Soit q le foncteur de fl vers vii tel que 
{ q(u)=E si u est une structure quasi-uniforme surE, 
q(u', f, u) = (q(u'), f, q(u)). 
Theoreme 5: ll existe un foncteur (fl, .'T)-ejection naturalise canonique 
{r,i) tel que q(:f(u))=q(u) pour tout uEflo et r(T)=T si TE.'To. 
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Demonstration: Soitu=((At)tez,cp} E~0 etq(u)=E. Soit xEA1; pour 
tout V E cp(i) nous designons par V(x) la classe des y E E tels que (x, y) E V. 
Comme LIA, C V, on a 
(x, x) E V, d'ou x E V(x). 
Si V E cp(i) et V' E cp(i}, la relation V" = V n V' E cp(i) entraine 
V"(x) = V(x) n V'(x), 
de sorte que les classes V(x}, ou V E cp(i), engendrent un filtre cp(x) de E. 
Montrons que cp(x) verifie l'axiome Vrv. En effet, soit V( E cp(i). Soit V'( la 
partie symetrique deE x E dont l'axiome 2 assure I' existence. II existe un 
V"( E cp(i) symetrique tel que V"t C V1 et V"( _l V"( C V'1• Supposons 
y E V",(x) n Ai> ou j E I. On a 
(x, y) E V"t et (y, x) E V"(, 
done (y, y) E V't et LIA; n V'd=rp. Par consequent, il existe V'1 E cp(j) tel 
que V' t _l V' 1 C v,. On a V' J(Y) E cp(y) et, pour tout z E V' J(y), les relations 
(y, z) E V'1 et (x, y)=(x, x) _l (x, y) E V", _l V"t C V't 
ont pour consequence 
(x, z) E V't _l V'1 C v,, c'est-a-dire z E Vt(x). 
Par suite V' J(Y) C Vt(x). Ainsi cp(x) est le filtre des voisinages de x pour 
une topologie -r(u) E Y 0• On en deduit 
i(u)=(u, t, -r(u)) E ~-!To. 
-En particulier, si u=v(T), ouT E f/0 , pour tout x E E, on a -r(v(T))=T, 
car le filtre cp(x) admet pour base les classes V(x) x V(x). 
-Soit f=(u, f, T') E ~-!To. Si 
y EO(T')=E' et x=f(y) EAt, 
pour tout V E cp(i) il existe un voisinage V'(y) dey dans T' tel que 
(fx f)( V'(y) x V'(y)) C V, 
par definition de la structure quasi-uniforme associee aT'. On en deduit 
f(V'(y)) C V(x), de sorte que 
-r{f)=(-r(u), f, T') E!T et ~(u)·-r{f)=f. 
Ceci montre que T(u) est un (~, f/)-ejecteur. D'apres la proposition 21, 
chap. III, il existe un foncteur (~, Y)-ejection naturalise (-r, ~). Si 
g=(u', g, u) E ~. 
on a 
-r(g) = (-r(u'), g, -r(u)) E !T. 
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Proposition 12: ~ est une categorie a J-produits si vii est une categorie 
a J-produits. Le foncteur r (theo. 5) est un foncteur d'homomorphismes 
sature compatible avec les J -produits et q = () · r est .- -etalant. 
Demonstration: Soit J e J et, pour tout j e J: 
Ut=((Ati)ter1, fl!J) E ~. Et=q(uJ). 
Posons 
E = II E1 et I = II I1. 
iEJ iEJ 
La famille (Bther est une p1artition deE, si 
B, =II At/ lorsque i=(iJ)JEJ· 
iEJ 
Si i = (iJ}JeJ E I, notons cp(i) le filtre surE x E produit des filtres (cpJ(iJ))JeJ; 
ce filtre admet une base formee des classes 
v, = II vi> oil vi E fl!J(iJ) 
iEJ 
et V1=E,2 saufaupluspourunensemble fini de j eJ. On montre facilement 
que ((Bt)ier, cp), oil cp est !'application i-+ cp(i), si i E I, est une structure 
quasi-uniforme u surE et que u est le produit de (uJ)J eJ dans la categorie ~. 
De plus r(u) = II r(u,). 
iEJ 
-Soit u=((At)ter, cp) e ~o et soit E' C E=q(u). Posons 
A',=At n E' et cp'(i)=cp(i) n (E' x E') 
(i.e. cp'(i) est le filtre trace surE' xE' du filtre cp(i)), si i ei etA', =1= cf>. On a 
u' =((A't)ter•, cp') E ~. 
et u' est evidemment une q-sous-structure de u. Ceci montre que q est 
un foncteur .- -etalant. On appellera u' la structure quasi-uniforme induite 
par u sur E', noMe ufE'. 
Definition 8. On dira qu'une structure quasi-uniforme u= ((At)t er, cp) est 
separee si, pour tout (i, j) E I X I, on a ('\ (cp(i) j_ cp(j)) c LlE, ou 
n (cp(i) j_ cp(j))=(A,xAJ) n n Vt j_ V1 et E=q(u). 
v0etp<il 
V;Etp(i) 
Proposition 13: Soit U= ((At)ter, cp) une structure quasi-uniforme sur E. 
Pour que u soit separee, il faut et il suffit que la topologie r(u) (th. 5) 
soit separee. 
Demonstration: Supposons que u soit une structure quasi-uniforme 
separee sur E. Soit X E A,, x' E Aj et X=/=X1• Puisque 
('\ (cp(i) j_ cp(j)) C LlE, 
11 Series A 
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il existe des parties symetriques V1 et V1 de Ex E telles que 
Vt E tp(i), Vi E tp(j) et (x, x') f/= Vt j_ Vi. 
Soient Vt(x) et V1(x') les voisinages de x et x' dans T(u) construits dans 
la demonstration du theoreme 5. Si z E V1(x) n V1(x'), on a 
(x, z) E V~ et (x', z) E Vj, d'ou (x, x') E Vt l_ Vi 
ce qui est impossible par hypothese. Ainsi V1(x) et V1(x') sont des voisi-
nages disjoints de x et x' respectivement, et 1:(u) est une topologie separee. 
-Enfin supposons que 1:(u) soit separee. Soient 
x EAt, y E A1 et x=/=y. 
I1 existe des parties symetriques v, E q;(i) et V1 E q;(j) telles que 
Vt(x) n V1(y) = cfo. 
Si (x, y) En (q;(i) l_ q;(j)), on a (x, y) E V1 l_ Vi> c'est-a-dire il existe z E E 
tel que 
(x, z) E Vt et (z, y) E V1. 
On en deduit z E V,(x) n V1(y), ce qui est contraire a !'hypothese. Done 
n (q;(i) 1_ q;(j)) c LIE, 
ce qui signifie que u est separee. 
Remarque: Si dans les definitions 6 et 8 on suppose que (At)1er est un 
recouvrement de E au lieu d'une partition de E, une demonstration 
analogue a celle du theoreme 5 montre qu'il existe une topologie T(u) sur 
E determinee par u. De plus u est separe si, et seulement si, T(u) est 
separee. Mais la notion d'application quasi-uniforme doit etre modifiee, 
afin que .f2 soit une categorie. 
Proposition 14: Soit .fls la sous-cate,gorie pleine de .f2 ayant pour unites 
les structures quasi-uniformes separees. Alors .fls est stable par produits dans 
.f2 et .f2 est une categorie a !28-projections, si Jt0 est un univers et s"il existe 
un univers -Lo tel que vito E -Lo. 
Demonstration: Si u = rr Uj et si Uj E .flo8 pour tout j EJ, on a (prop. 12) 
ieJ 
de sorte que 1:(u) est separee, d'apres la proposition 13; cette meme 
proposition entrarne que u est separee.- Soit fl la categorie des appli-
cations quasi-uniformes relative a la categorie pleine d'applications 1. 
Supposons 
u E .flo et E=q(u). 
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Posons X =!24·9_·u. La structure uniforme a sur Ia classe {a} E J(o ap-
partenant a 9_o6 , on a (a,k,u) EX, si k(x)=a pour tout xEE. Par ailleurs, si 
on a: 
d'ou 
u'=((A'i)JeJ,!p} Eg_o et E'=q(u'), 
u' E {PJJ(E') · ...(( ·J) X {PJJ(&(E')} · ...(( ·J) E ..Jio, 
q-l(E') E ..Ji0 et 9_ = U q-l(E') E ..lio. 
E'e.Ho 
11 s'ensuit X E J o. D'apres ce qui precede, la famille ({3(h} )A ex admet un 
produit u dans 10s. Soit Pl'application 
z ~ (h(z})hex de E dans R=q(u}, 
et soit 11 la structure quasi-uniforme induite par u sur E=P(E). Soit 
11' la structure quasi-uniforme image de 11 par la bijection 
((h(z})hEX ~ z mod r, 
our est la relation d'equivalence associee a v. On montre comme dans la 
demonstration du theoreme 2 que 11' est une (9_8 , 9_)-projection de u. 
De-finition 9: Soit u= ((Athei, IP) une structure quasi-uniforme sur E. 
N ous dirons que u est stricte si elle veri fie la condition : Il existe une 
base cp(i} de 1p(i) telle que: 
3) Si i E I et si V E cp(i}, pour tout (x, y} E V il existe x' EAt tel que 
(x, x') E V et (y, x') E V. 
Exemple: Si I= E et si A:~:= {x} pour tout x E E, il resulte du theoreme 5 
que l'on a U=v(T(u}) si, et seulement si, u est stricte. Une structure quasi-
uniforme associee a une structure uniforme est stricte. 
Theoreme 6: Soit 9_t la sous-categorie pleine de 9_ ayant pour unites les 
structures quasi-uniformes strictes; 9_t est stable par produits dans 9_. Si 
u= ((A,)tei, IP) E 9_o, alors u admet une (~, ~t}-ejection u' = ((At)tei, 1p') telle 
que T(u}=T(u'). 
Demonstration: Le produit d'une famille de structures quasi-uniformes 
strictes est evidemment une structure quasi-uniforme stricte. -Soit 
u=((At)tei, IP) E 9_o. Pour tout V E qJ(i}, posons 
i(V) = U (V(x) x V(x}) (notations dem. th. 5). 
zcA, 
Les classes i(V) engendrent un filtre IP'(i) deE xE. Montrons que l'on a 
u' = ((Ath EI, IP') E ~ot. 
En e:ffet, i( V) est symetrique et contient LIA,. Si r E !p(i) est symetrique et 
verifie r j_ r c V, pour tout (y, z) E i(f) il existe X E Af tel que 
(y, z} E f(x) x f(x}, d'ou 
(y, z) = (y, x) l_ (x, z) E V, et i(f) C V. 
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Soit V' E rp(i) la partie symetrique dont l'axiome 2 assure l'existence 
relativement a V et soit V' E rp(i) symetrique tel que V' j_ V' C V'. Sup-
posons (z, z) Ei( V') n LIAi· On a (z, z) E V' n LIAi de sorte qu'il existe V" E rp(j) 
tel que V' j_ V" C V. Soit V" E rp(j) symetrique tel que V" j_ V" C V". 
On obtient: 
Si (y', z') EM et 
M =i(V') j_ j(V") c V' j_ V" c V. 
(y', y") E i(V'), (y", z') E j(V"), 
il existe x' EAt tel que y' E V'(x') et y" E V'(x'). On en deduit 
(y', z') E V(x') x V(x') C i(V), 
car 
(x', z') = (x', y") j_ (y", z') E i( V') j_ j( V") C V. 
Done i( V') j_ j( V") C i( V). Ainsi 
u' E fiot et h = (u, t, u') E fi. 
De plus la relation V(x) C i(V)(x) C i(V)(x) entraine •(u)=•(u'). 
-Montrons que h est un (fi, fit)-ejecteur. En effet, supposons 
I= (u, f, u") E fi · fiot, 
ou u" = ((A"J)JEJ, rp"). Soit j E J et f(A"J) CAt. Si i(V) E rp'(i), il existe 
V" E cp"(j) symetrique tel que (fx f)(V") C V. Lorsque (y", z") E V", il existe 
x" E A"1 tel que 
(x", y") E V" et (x", z") E V". 
Il s'ensuit, si x=f(x") EAt: 
(x, f(y")) E V et (x, f(z")) E V. 
Par suite (fx f)(V") C i(V), c'est-a-dire 
f' = (u', f, u") E fi et l=h· f'. 
Ceci acheve la demonstration, car h est un monomorphisme de fi. 
Corollaire: Le loncteur qt = (vlt, qt, fit) est ,- -etalant. 
Demonstration: Soit u E fiot et E c q( u). Soit u' la (fi, fit)-ejection de 
la structure quasi-uniforme u induite par u surE construite ci-dessus. On a 
g = ( u, t, u') E fit 
et les conditions 
J=(u,f,u")Efit et f(q(u"))CE 
entraillent (prop. 12) 
I= (u, f, u") E fi, d'ou f' = (u', f, u") E fit 
en vertu du theoreme 6. Par consequent u' est une qLsous-structure de u 
telle que qt(u') =E, i.e. qt est ,- -etalant. 
159 
Structures quasi-uniformes completes: 
Soit u=((At)ter, q;) une structure quasi-uniforme surE et soit Fun 
filtre deE convergeant dans T(u) vers x E Ai. Soit V E q;(i). II existe une 
partie f symetrique de E x E telle que 
f E q;(i) et f j_ f C V. 
Puisque F converge vers x, il existe ME F tel que M C JT(x) (th. 5). 
Lorsque m E M et m' E M, on a 
(m, x) E f et (x, m') E f, d'ou (m, m') E V. 
Ainsi M x M C V. Cette remarque conduit a poser la definition suivante. 
Definition 10: Soit u=((At)tei,q;) une structure quasi-uniforme sur E. 
On dit qu'un filtre F de E est un illtre de Cauchy pour u s'il existe i E I tel 
que, pour tout Vt E q;(i), il existe M E F verifiant M X M c Vt. Si tout filtre 
de Cauchy pour u converge dans T(u), on dit que u est une structure quasi-
uniforme complete. 
Cas particuliers: 1) Si u=v(T), ouT est une topologie, un filtre F de T 
est un illtre de Cauchy pour v(T) si, et seulement si, F converge dans T, 
de sorte que v(T) est une structure quasi-uniforme complete. Par suite 
une structure quasi-uniforme est complete si, et seulement si, les filtres de 
Cauchy pour u et pour v(T(u)) sont les memes. 
2) Une structure uniforme est complete si, et seulement si, la structure 
quasi-uniforme associee est complete. 
Theoreme 7: Soit .ftc la sous-categorie pleine de .f2 ayant pour unites les 
structures quasi-uniformes u E .f20 completes . .ftc est stable par produits dans 
.f2 et .f2 est une categorie a .ftc n .f28-projections, si vito est un univers et s"il 
existe un univers Jio tel que vito E Jio. 
Demonstration: So it u = IT UJ, ou u1 E floc pour tout j E J; so it Pi la 
iEJ 
projection canonique de u sur u,. Si F est un illtre de Cauchy pour u, 
alors p1(F) est evidemment un filtre de Cauchy pour u1 et ce filtre converge 
vers x1 dans T(u1). II s'ensuit que F converge vers (x1)1eJ dans T(u), de 
sorte que u est complete. Side plus on a u1 E .f208 pour tout j E J, d'apres 
la proposition 14 u E .fts. Ainsi .ftc et .ftcs = .ftc n .fts sont des sons-categories 
stables par produits de fl. 
-Soit u E .f20c et E=q(u). Soit E' C E un ferme de T(u) et soit F' un illtre 
de Cauchy pour u', ou u' est la structure quasi-uniforme induite par u sur 
E'. Le filtre de E engendre par F' est un illtre de Cauchy pour u, et par 
suite converge vers x EE. Si V(x) est un voisinage de x dans T(u), il existe 
M E F' tel que M C V(x). On en deduit que x est adherent a E' et, E' 
etant ferme dans T, on axE E'. Le illtre F' converge vers x dans T(u'). 
Ainsi u' est complete. 
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-Soit u E fio et 
X =fioc'.fi·u. 
D'apres la demonstration de la proposition 14, on a cp=t=X E Ji. Par suite 
la famille ({J(h))hEX admet un produit u dans ics ou i est la categorie des 
applications quasi-uniformes correspondant ala categorie pleine d'applica-
tions Ji. Soit v !'application 
z-+ (h(z))hEX de E dans B=q(u). 
Soit it !'adherence de v(E) dans ,;(u). D'apres ce qui precede, la structure 
quasi-uniforme u induite par u sur it est complete. Un raisonnement 
analogue a celui fait pour prouver le theoreme 2 montre que la structure 
quasi-uniforme u est une (fiCB, iCB, i)-projection de u. Si x E it, soit W(x) 
le filtre trace sur v(E) du :filtre des voisinages de x dans ,;(u). On de:finit 
une bijection g de it sur une partie de f7J(f7J(Efr)) E J/0 en associant a 
x E it le filtre image de W(x) par la bijection (h(z))hEX-+ z mod r, ou r 
est la relation d'equivalence associee a v. n s'ensuit que l'image par g de 
u est une (fiCB, !i)-projection de u. 
Remarques: 1) Si u est la structure quasi-uniforme associee a une 
structure uniforme separee U la (fiCB, !i)-projection de u est la structure 
quasi-uniforme associee ala structure uniforme separee completee de U. 
Plus generalement, si u est une structure quasi-uniforme separee, nous 
appellerons une (~CB, ~)-projection de u une completion de u. On peut 
deduire du tMoreme 7 un procede explicite de construction d'une com-
pletion u de u analogue au procede classique utilise pour la completion 
des structures uniformes; alors q(u) est une classe quotient de la classe 
de tous les filtres de Cauchy pour u. 
2) Si u Efiot, on peut montrer, a l'aide du corollaire du tMoreme 6 et du 
tMoreme d'existence de projections de [1 ], que u admet une (~t n ~CB, ~)­
projection. Nous n'utiliserons pas ce resultat ici. 
(To be continued) 
